Losningar till KATT 2014

Av problemkommittén.

Strumpmatchning 2
Naiv I6sning (40p)
Otillracklig I6sning (70p)
Binarsokning (full poéng)
Bradspelet
Dynamisk programmering
Matematisk 16sning
Forklaring 1
Alternativ (mer matematisk) férklaring
Bitmagi
Bokrecensioner
Forsta delpodngen (‘<)

Andra delpoédngen (‘<’, ‘=)
Full poang

Lattexter
Forsta delpoangen

Full poang




Strumpmatchning 2

Nar man tavlar inom problemldsning sa ar det viktigt att kunna se likheter och skillnader mellan
snarlika problem. Har kunde en I6sningsteknik fran “Strumpmatchning” (fran traningspasset) pa
finalen i LinkGping pa satt och vis ateranvandas, men en extra finess behdvde laggas till for full
poang.

Naiv losning (40p)

Fran I6sningsidén till “Strumpmatchning” ar det bekant att vi kan hitta det maximala antalet par
som kan paras ihop (givet en differens D) i kdrtid proportionell mot N * log N, dar N ar antalet
strumpor. For att hitta det minimala D som ger tillrackligt manga strumppar sad kan man loopa
over D tills tillrackligt manga strumpor blir matchade. Detta ger en koértid proportionell mot
(max_D *N + N *log N).

Otillracklig losning (70p)

En observation ar att om vi har de sorterade strumpstorlekarna [1, 5, 15, 17] sa kan vi begransa
oss till att kolla D-vardena [4, 10, 2] - alltsa de intilliggande differenserna. Eftersom det kommer
finnas N-1 D-varden att testa och varje tar N tid att kolla sa blir kortiden kvadratisk
(storleksordningen N/2).

Binarsokning (full poang)

Nar D kan bli jattestort sa blir den naiva I6sningen for langsam. Om man istéllet binarséker éver
D sa far man en kortid proportionell mot (N * log N + log (max_D) * N). Notera vilken enorm
skillnad det ar mellan Ig_2 (10*15) och 10*15.

Ytterligare en optimering kan gdras genom att kombinera idén fran binarsékning och
70-poangsldsningen. Kortiden blir da proportionell med (N * log N). Det ar daremot helt onddigt
att krangla till det har! Det ar nastan ingen skillnad pa log (max_D) och log (max_N), du kan
knappa in vardena pa minirdknarn och se for dig sjalv.



Bradspelet

Uppgiften gick ut pa att avgéra om en position i spelet var vinnande eller férlorande for
personen som baorjar. Det var mojligt I6sa detta problem pa tva helt olika satt, vilket kommer
forklaras nedan, men forst kan det vara bra att goéra nagra allmanna observationer.

Observation 1:

Storleken pa bradet kommer minska for varje omgang. Spelet kan alltsa inte halla pa i oandlig
tid.

Observation 2:

Bada spelarna féljer exakt samma regler. Man behéver alltsa inte ta hansyn till vem av A och B
som ar pa tur, utan det racker med att bestdmma om en given storlek pa bradet ar vinnande
eller férlorande.

For att bestdmma om en position ar vinnande eller férlorande sa galler féljande vid optimalt
spel:
e En position ar vinnande om spelaren kan forsatta motstandaren i en férlorande position
e En position ar forlorande om spelaren bara kan ge motstandaren en vinnande position

Spelet gjordes lite krangligare av att det ar motstandaren som valjer vilken av de bada
bréad-delarna som ska spelas vidare med. Detta gor att man ar i en vinnande position om och
endast om man kan dela bradet pa ett satt sa att motstandaren far valja mellan tva férlorande
positioner.

Dynamisk programmering

Indatagranserna pa det har problemet var sa pass sma att samtliga positioner i spelet kan
lagras i minnet. Totalt finns det N*M positioner, antalet méjliga storlekar pa bradet, vilket ar ett
ganska litet antal eftersom N och M kunde vara hogst 100.

Det ar alltsd maojligt ga igenom alla positioner och darifran testa alla drag som spelaren kan goéra
for att se om det ar majligt att forsatta motstdndaren i en férlorande position. Ett naturligt satt att
gora detta pa ar att definiera en rekursiv funktion som givet en bradstorlek avgér om det ar en
vinnande eller férlorande position. For att undvika att rakna ut samma varden flera ganger ar det
dock viktigt att spara resultaten nar de réaknas ut, och direkt returnera det sparade vardet om
funktionen anropas med samma varde igen.

Matematisk losning

Den andra I6sningen ar lattare att implementera och valdigt mycket snabbare, men mycket
mindre uppenbar. Det visar sig att om den stdrsta tvapotensen som delar N ar lika med den
storsta tvapotensen som delar M s ar det en férlorande position, annars en vinnande.



Ett trick som man kan anvanda for att hitta sadana “enkla” I6sningar ar att kolla pa manga fall
dar N och M &@r sma och férstka se vad som ar gemensamt for alla vinnande respektive
forlorande positioner. Sa i det har fallet kan vi till exempel géra en tabell dver resultatet for alla
startbraden med hoéjd och bredd hdgst 8, dar ‘V’ betyder att en position ar vinnande och ‘F’ att
den ar férlorande:

112 |3 |4 |5 |6 |7 |8
1 |F |V |F |V |F |V |F |V
2 |V |F |V |V |V |F |V |V
3 |F |V |F |V [F |V |[F |V
4 |V |V |V |F |V [V |V |V
5 |F |V |F |V |[F |V |[F |V
6 |V |F (V |V |V |F [V ]|V
7 |F |V |F |V |[F |V |[F |V
8 [V |V |V |V |V |V [V |F

Studerar man tabellen noga sa kan man se att nar héjden ar udda sa ger varannan bredd vinst
och varannan férlust. Nar hojden ar 2 verkar det som att var fjarde bredd ger vinst, och
detsamma galler nar hojden ar 6. Nar hojden ar 4 ar det statistiska underlaget inte sarskilt stort i
ovanstaende tabell, men det verkar i alla fall som en rimlig hypotes att endast var attonde bredd
ger forlust.

Det verkar alltsa som att om héjden M=u*2”k, dar u ar udda och k ett heltal, sa ar var 2*(k+1):a
bredd en férlorande position, och resten vinnande. Mer specifikt sa ser vi att personen som
bdrjar forlorar om och endast om N=t*2”k, dar t &r udda (och k &r samma som fér M).

Om detta antagande stammer s& ar det enkelt att se vem som vinner, vi maste bara rakna ut
den storsta tvapotens 2*m som delar M och den hégsta tvapotens 2*n som delar N. Da vinner
Berit om och endast om m=n.

Men hur bevisar vi att var hypotes stammer? Rent tekniskt sett sa kollar inte Kattis om vi kan
bevisa det, man far inte mindre poang om man inte har ett bevis. Men det ar ofta en bra idé att
ha atminstone en vag idé om varfor hypotesen skulle galla.

Forklaring 1
For att resonera sig fram till den matematiska I6sningen s& kan man gora foljande 2
observationer:



Observation 1:

Antag att vi vill dela en sida med udda storlek i tva delar. Oavsett hur vi gor sa kommer
motstandaren att fa valja mellan en sida med udda storlek och en med jamn storlek.
Observation 2:

Om vi vill dela en sida med jamn storlek sa ar det alltid mgjligt att tvinga motstandaren till att ta
en med udda storlek (vi kan till exempel dela upp sida N i delarna 7 och N-7).

For att hitta I16sningen sa galler det att kolla pa vad N och M blir modulo 2. Vi kan dela upp
positionerna i féljande 3 typer:

Typ 1: 2 udda sidor

Typ 2: 1 udda sida, 1 jamn sida

Typ 3: 2 jamna sidor

Eftersom vi vet att position 1x1 ar férlorande sa kan vi gissa pa att alla positioner av typ 1 ar
férlorande. Om vi ar i en sadan position sa har vi antingen forlorat direkt (1x1) eller s& kan
motstandaren alltid ta sig till en position av typ 2 (observation 1). Fran en position av typ 2 ar det
dock alltid méjligt att tvinga motstandaren till en position dar bada sidorna ar udda (observation
2). Detta visar att positioner av typ 1 ar férlorande och positioner av typ 2 ar vinnande. Fragan
ar vad som galler for positioner av typ 37

Faktum ar att det gar att dra samma resonemang men modulo 4 istallet. Eftersom vi vet att bada
sidorna ar jamna sa kan de vara lika med 0 eller 2 mod 4. Om en sida ar lika med 2 mod 4 s&
maste den antingen delas upp i tva udda delar (i vilket fall motstandaren hamnar i en vinnande
position) eller sa kan motstandaren alltid valja mellan en sida av langd 0 eller 2 mod 4. Om en
sida har langd 0 mod 4 sa ar det dock alltid majligt att tvinga motstandaren att vélja en sida av
langd 2 mod 4. P4 samma satt som ovan féljer att en position med tva sidor som ar lika med 2
mod 4 ar forlorande, och att en position dar ena sidan ar 0 mod 4 och den andra ar 2 mod 4 ar
vinnande.

Om bada sidorna ar 0 mod 4 sa kan man istallet géra samma resonemang mod 8, eller mer
generellt till 22k. Lésningen blir att loopa éver tal 22k fér k = 0,1,2... och hitta det minsta k for
vilket N = 0 mod 2%k eller M = 0 mod 2*k. Om N == M mod 2k for detta k sa ar det en
forlorande position, annars en vinnande. Alternativt formulerat sa ar en position vinnande om
den hogsta tvapotens som delar N inte ar samma som den hdgsta tvapotens som delar M.

Alternativ (mer matematisk) forklaring

Om hypotesen ska bevisas formellt bér vi anvanda oss av ett induktionsbevis, det vill sdga att vi
bevisar att hypotesen stammer for positionen (M, N) givet att den stammer for alla positioner
(M’, N’) sddana att M’<=M, N'<=N och (M, N) != (M’, N).



Da uppkommer tva fall, dels fallet da den storsta tvapotens som delar M ar lika med den storsta
tvapotens som delar N, och dels fallet da tvapotenserna ar olika. Lat fér enkelhetens skull v(x)
beteckna den storsta tvapotens som delar x.

| det forsta fallet vill vi visa att oavsett vilket drag spelaren med motorsagen gor sa kan den
andra spelaren vélja en bit sa att den resulterande positionen ar vinnande. Sa anta att M=u*2”k
och att N=t*2”k, dar u och t ar udda. Antag utan inskrankning (detta uttrycket kallas aven WLOG
[Without Loss Of Generality]) att spelaren med motorsagen delar bradet vinkelratt mot sidan
med langden M sa att vi far tva braden med dimensionerna PxN och QxN. Vi vill visa att nagot
av bradena PxN och QxN ar vinnande, och enligt induktionsantagandet ar det ekvivalent med
att n(N) inte ar lika med n(P) eller att n(N) inte ar lika med n(Q). Sa antag att det motsatta galler
(vi anvander oss alltsa av ett motsagelsebevis), det vill sdga att v(N)=v(P) och v(N)=v(Q). Vi kan
alltsa skriva P=p*2*(v(N)) och Q=q*2*(v(N)), dar p och g ar udda.
M=P+Q=p*2*(v(N))+q*2*(v(N))=(p+q)*2*(v(N)). Men eftersom p och q ar udda sa ar p+q jamnt,
alltsa ar v(M)>=v(N)+1, vilket &ar en motsagelse. Vi ar darmed fardiga med det forsta fallet.

Det andra fallet behandlas pa ett liknande satt. Givet att v(M) != v(N) sa kan vi anta utan
inskrankning (WLOG) att v(M) > v(N). Da kan personen vid draget applicera motorsagen sa att
det bildas tva braden med dimensionerna 2*(v(N))xN respektive (M-24(v(N)))xN, och eftersom
v(2M(v(N)))=v(N)=v(M-2*(v(N))) sa ger induktionsantagandet att bada dessa braden ar
forlorande, och vi ar darmed fardiga!

Bitmagi

Den storsta tvapotensen som delar ett positivt tal x gar enkelt att hitta med bithacks (se
http://graphics.stanford.edu/~seander/bithacks.html fér fler): ((x * (x-1)) + 1) >> 1. Detta fungerar
eftersom de positioner som skiljer sig mellan de binara talen x och x-1 ar precis den lagst satta
ettan i x, och positionerna under den. Man kan anvanda den trivian for att skriva en riktigt kort
Python-l6sning pa bradspelet:

a,b=map (int, raw input () .split())
print"BA" [a®a-1"Db"b-1>0]


http://graphics.stanford.edu/~seander/bithacks.html

Bokrecensioner

Forsta delpoangen (‘<’)

Vi skapar en graf med N noder. Varje nod representerar en bok. Vi drar en riktad kant mellan
nod i och j om vi i indata har givet att a_i < a_j. S& har kommer det att se ut for det férsta
exempeltestfallet:

Finns det en cykel i denna graf sa ar svaret “-1”. Finns det en vag i denna graf (som fdljer pilar)
langre an M sa ar ocksa svaret “-1”. | annat fall finns en I6sning, och vi hittar den genom att géra
en topologisk sortering. Vi borjar helt enkelt pa de noder som inte har nagra pilar “till sig” och
tilldelar recensionerna girigt tills alla noder fatt ratt varde. Googla “topologisk sortering” fér mer
info!

Andra delpoangen (‘<’, ‘=’)

Om a_i = a_jinnebar det att alla jamférelser med bok i ocksa galler fér bok j. Precis som for
forsta delpoangen ska vi representera bdckerna med noder i en graf dar en kant fran nod i till
nod j innebar att a_i < a_j. Antag att vi har en mangd bécker som maste ha samma betyga i 1
=a_ i 2=...=a_i_k.Borja med att se till att det inte finns nagon motsagelse bland dessa (t.ex
ail=ai2ai2=a.ld ai1<a_i_3).0myvihittar en motsagelse ar svaret “-1”. Om det
inte finns motsagelser kan vi representera den mangden noder som en enda nod. Valj en
representant, t.ex. nod i_1. For varje kant som gar fran en nod i mangden later vi den kanten ga
fran nod i_1. For varje kant som gar till en nod i mangden later vi den kanten ga till nodi_1. Om
vi hanterar alla likheter pa det sattet har vi en graf dar alla kanter representerar ‘<’, utan likheter,
precis som for forsta delpoéngen. Problemet I6ses med en topologisk sortering.

Full poang

For full poang behoéver vi kunna hanter ‘<=". Bérja med att bygga en graf dar varje bok
representeras av en nod. Om a_i <= a_j skapar vi en kant fran nod i till nod j. Om a_i=a_j
skapar vi en kant fran nod i till nod j och en kant fran nod i till nod j. Vi kan ignorera ‘<’ just nu. |
den har grafen vill vi sbka efter Strongly Connected Components (SCC) (googla fér mer
information). | varje SCC i grafen maste de ingaende béckerna ha samma betyg. Vi kan ta reda
pa om det finns motsagelser (genom att titta pa jamférelserna med ‘<’) och i sa fall ar svaret



“-1”. Annars representerar vi varje SCC som en nod pa samma satt som i I6sningen fér andra
delpoangen. Nu kan vi konstruera en graf som bara innehaller ‘<’ och ‘<=’. Om det i denna graf
finns cykler ar svaret “-1”. Om vi har en graf utan cykler I6ses problemet med topologisk
sortering. | det har fallet blir det lite mer komplicerat an tidigare eftersom vi maste halla reda pa
vilka kanter som ar ‘<’ och vilka som ar ‘<=". Om en kant med kravet ‘<’ gar fran nod i till j kan vi
satta a_j = max(a_j, a_i+1). Om en kant med kravet ‘<=" gar fran nod i till j kan vi sattaa_j =
max(a_j, a_i). Om vi gor sa varje gang vi hanterar en kant till nod j tilldelas a_j minsta mgjliga
varde, vilket ar precis vad vi vill.

Att gruppera noder i grafen i SCC:er kan goras i linjar tid med t.ex. Tarjan’s algoritm. Se
wikipedia for mer information.



Lattexter

Forsta delpoangen

For de forsta 20 poangen rackte tidskomplexiteten O(Q*N) och det enklaste sattet att géra detta
pa var foljande algoritm:

For varje ord sparar vi dess langd. Denna langd ar enkel att rakna ut nar vi laser in definitionen
pa ordet, om det ar en konkatenering (sammanslagning) av tva ord ar langden bara summan av
de tva ordens langder och annars far vi hela strangen given och det ar bara att rdkna antalet
tecken.

Antag nu att vi vill hitta tecken nummer x i strangen S.

Om S var givet i indata direkt (inte som en konkatenering av tva andra ord) sa hittar vi svaret
direkt, annars ar S=T+U, dar T och U ar tva andra (kortare!) ord. Om x ar mindre an eller lika
med langden L(T) av T vet vi att det x:te tecknet i S ar lika med det x:te tecknet i T, och vi kan
anropa funktionen “hitta x:te tecknet i T”, rekursivt. Om x ar stérre an L(T) ar det x:te teckneti S
lika med det (x-L(T)):e tecknet i U, och vi anropar rekursivt funktionen “hitta (x-L(T)):e tecknet i
U”. Eftersom langden pa det ord vi letar i alltid ar kortare an i féregdende rekursion vet vi att vi
kommer anropa funktionen hégst en gang for varje ord, det vill saga hogst N ganger. Efter det
kan vara Q queries blir den totala komplexiteten O(QN), vilket racker gott och val fér de férsta
20 poangen, men inte fér nagra fler.

Full poang

Pa denna uppgift finns det manga olika I6sningar som ger full poang, alla ganska kluriga.

Den kanske enklaste |6sningen har komplexiteten O(N log N + Q log N log L), dar L ar det
hogsta tilldtna vardet pa R (indexen for de tecken vi vill hitta i den sista strangen). Den gar ut pa
att vi preprocessar givna data genom att for varje ord berakna sa kallade “majoritetsbarn” pa
avstand 27k fran ordet. Ett majoritetsbarn pa avstand 1 fran ett ord S=T+U definieras som T om
L(T)>=U och U annars. Om S inte ar en konkatenering ar majoritetsbarnet pa avstand 1
odefinierat. For alla k>0 definieras ett majoritetsbarn pa avstand 2”k till ett ord S som
maijoritetsbarnet pa avstand 2*(k-1) till majoritetsbarnet pa avstand 2”(k-1) till S, eller odefinierat
om majoritetsbarnet pa avstand 24(k-1) till S ar odefinierat.

Vi anvander sedan majoritetsbarnen i vara queries genom att forsoka hitta ett majoritetsbarn
som tecknet vi sOker efter ar en del av. Mer precist sa soker vi det storsta m sadant att
maijoritetsbarnet C pa avstand m till S sadant att C inkluderar position x i S. Vi hittar detta m
genom att forst kontrollera vilket det stérsta k ar sadant att majoritetsbarnet pa avstand 2k
inkluderar position x i S, darefter kollar vi om majoritetsbarnet pa avstand 22k+2(k-1) inkluderar
X, om det gor det kollar vi sedan pa majoritetsbarnet pa avstand 22k+2*(k-1)+2(k-2) annars pa
det pa avstand 2"k+2*(k-2), och sa vidare tills vi faststallt m. (I princip innebar detta att vi gor en
binarsokning efter vilket majoritetsbarn vi ska anvanda, och vilka tvapotenser vi ska anvanda
motsvarar ettor i den binara representationen av m.) Detta steg tar O(log N).

Vi observerar nu att C's majoritetsbarn (pa avstand 1) inte innehaller x. Ty om det gjorde det
skulle ju majoritetsbarnet pa avstand m+1, vilket ar detsamma som C’s majoritetsbarn, innehalla



X, en motsagelse eftersom m var maximalt. Darmed vet vi att C’s icke-majoritetsbarn maste
innehalla x. Eftersom icke-majoritetsbarnet ar mindre eller lika i langd an majoritetsbarnet,
betyder det att vi har hittat ett ord av langd hégst halften av langden pa S. Vi kan nu upprepa nu
samma procedur rekursivt tills vi kommer till ett ord vars varde ar givet direkt i indata. Eftersom
vi halverar i varje steg, och kan dissa de tecken i ett ord med index 6ver L sa innebar det att vi
kommer rekursera hogst log_2 L ganger. Darfor blir komplexiteten for algoritmen O(N log N + Q
log N log L).

Det ar aven mojligt att 16sa problemet i O((N+Q)log L) genom att anvanda sig av
sjalvbalanserande trad. Exempelvis kan man i logaritmisk tid “konkatenera” tva AVL-trad och
skapa en balanserad version av resultatet, sa lange man ser till sa att inga noder pekar till sina
foraldrar (sa att de kan ateranvandas pa flera platser i tradet), och sa att man skapar nya noder
i stallet for att andra i de gamla (som kanske anvands pa andra platser i tradet). Detta kraver i
varsta fall O(log L) minne och O(log L) tid per nytt ord vi processar. Darefter ar det enkelt att ga
igenom traden pa samma satt som for de forsta delpoangen, men det gar istallet i O(log L) per
query eftersom traden ar balanserade.

Ett tredje I6sningsidé ar att 16sa problemet offline, d.v.s. lasa in alla queries och I6sa problemet
for dem samtidigt. Det man kan gora ar t.ex. att halla en ordnad mangd av (strangindex, vilken
query) foér varje ord, som talar om vilka queries som ska l6sas for det ordet. Sedan kan vi iterera
over orden bakifran, och for varje sammansatt ord dela upp mangden i tva delar - den del som
ska losas for det vanstra delordet, och den som ska l6sas for det hogra. Nyckelidén som far det
har att fungera och inte bli O(NQ) i tidskomplexitet ar att nar vi delar upp mangden i tva delar sa
kommer den ena delen nastan alltid att vara valdigt mycket stérre an den andra, och ligga pa
ena andan av den ordnade mangden, sa vi kan ta bort den lilla delen frAn mangden, och flytta
hela den stora méngden at det hall den ska, i O(1) tid, och satta en flagga som talar om hur
mycket varje strangindex borde justeras med (eftersom vi inte vill &ndra detta pa varje element i
mangden, da detta skulle ta linjar tid). Exakta detaljer, och t.ex. hur man hanterar att flytta en
mangd till ett ord dar det redan finns en mangd, lamnas som en 6vning at lasaren. Det ar svart
att ge en exakt beddomning pa komplexiteten av den har I6sningen, men i praktiken ar den den
snabbaste av de tre som beskrivits.



