Introduktion till algoritmer - Lektion 1 Matematikgymnasiet, Lasaret 2014-2015

Lektion 1

Kattis

I kursen anviinds onlinedomaren Kattis (fran http://kattis.com) f6r att automatiskt riitta
programmeringsproblem. For att fa ett konto pa Kattis anméler du dig pa Programmeringsolym-
piadens hemsida, http://progolymp.se/elev/anmal.

Den instans av Kattis vi kommer anvéinda hittar du pa https://po.kattis.com. Dér finns ocksa
dokumentation om hur du skickar in l6sningar till problem. Du ska ocksa anmaéla dig till kursen
"Algoritmer 2014-2015 (Matematikgymnasiet)’ under Kurser i menyn.

En Kattisévning &r en 6vningsuppgift som du kan skicka in din 16sning till pa Kattis. En Kattis-
inldmning ar en inlamingsuppgift som du far betygspodng pa beroende pa hur mycket podng din
16sning fick pa Kattis (en 16sning kan ge olika mycket poéng beroende pa hur bra den var). Varje
Kattisproblem har ett problem-id. For att se problemet kan du antingen soka efter det eller skriva
in https://po.kattis.com/problems/problemid.

I Kattis far ska ditt program lisa all indata fran standard in (scanf/cin/System.in/stdin/etc) och
skriva utdatan till standard out (printf/cout/System.out/stdout). Pa din egen dator kommer detta
vanligtvis vara samma sak som att ldsa in och skriva ut data till terminalen.

Algoritmer och problem

En algoritm dr en metod som tar emot nagon méingd viirden (det som kallas for indata) for att
producera nya viirden, den sa kallade utdatan. Oftast anvinder vi algoritmer for att l6sa olika
sorters problem som uppkommer inom datavetenskapen.

algoritm > utdata

indata

Figur 1: indata kommer in, utdata kommer ut

Ett problem kan exempelvis vara att beridkna den storsta gemensamma delaren av tva heltal A
och B, som betecknas gcd(A, B) (greatest common divisor pa engelska). Ett tal N #r ett delare
till ett tal A om kvoten % dr lika med ett heltal, dvs A = N - z for nagot heltal x. Vi beskriver
problemet formellt:

Exempel 1. Storsta gemensamma delaren
Indata: tva positiva heltal B > A > 0.

Utdata: den storsta gemensamma delaren av A och B, dvs ged(A, B).

Losning

For att en algoritm ska 16sa ett problemet behéver den uppfylla tva villkor:
1. Algoritmen far inte kora oéndligt linge (dvs den maste terminera)
2. Nér algoritmen terminerar maste den ha berdknat den korrekta utdatan

Till problemet Storsta gemensamma delaren finns en tdmligen enkel algoritm som redan den
gamle greken Euklides kom pa, den sa kallade Fuklides algoritm.
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Euklides algoritm tar tva positiva heltal A och B. Sedan, énda tills ett av talen blir 0, subtraherar
man det mindre av talen fran det storre. Nir ett av talen blir 0 kommer det andra talet vara
ged(A, B). Vi kan specifiera algoritmen mer exakt med hjilp av psuedokod:

Algoritm 1 Euklides algoritm
Antagande: B> A >0
1: Funktion Gcp(heltal A, heltal B)

2: sa linge A > 0

3: B+~ B-A > Subtrahera det mindre talet fran det storre
4: om A ir storre én B

5: byt plats pa A och B > Vi vill att B > A alltid ska vara sant
6:

returnera B

Det &r fortfarande langt ifran uppenbart varfoér algoritmen faktiskt fungerar, eller om den ens
terminerar. Vi kan prova att exekvera algoritmen for oss sjélva, t.ex. med talen 15 och 6.

B=15A=6 (start)
B=9,A=6 (subtrahera)
B=3,A=6 (subtrahera)
B=6,A=3 (byt plats)
B=3,A=3 (subtrahera)
B=0,A=3 (subtrahera)
B=3,A=0 (byt plats)

gcd(15,6) =3 (terminera)

Algoritmen fungerade onekligen for vart lilla exempel - 3 &r det storsta heltal som delar bade 15
och 6. Eftersom vi dr matematiker nojer vi oss saklart inte med detta, men kanske har vi nu fatt
ett hum om varfor algoritmen &r korrekt:

1. Betrakta summan A + B. Efter en kérning av loopen kommer summan minska med A. Men
A > 0, eftersom loopen inte &nnu avslutats. Alltsa kommer summan A + B bli strikt mindre.
Men inget av talen dr nagonsin negativt, sa A + B > 0. Summan kan alltsa inte minska i all
odndlighet, och for eller senare maste dirfor A vara 0 sa att loopen avbryts.

2. Vi noterar forst att gcd(B,0) = B. Vidare maste vi inse att ett tal D #r en gemensam
delare till A och B om och endast om D ir en gemensam delare till talen A och B —
A. Detta innebér rent konkret att efter varje steg i var algoritm kommer de gemensamma
delarna till talen vara oférédndrade. I synnerhet kommer den stirsta gemensamma delaren
vara densamma.

Vi vet att variabeln A forr eller senare kommer bli 0 i var algoritm maste, vi vet att
ged(B,0) = B, samt att vi har samma gemensamma delare i bérjan av algoritmen som i
slutet. Var slutledningsformaga konstaterar da att talens storsta gemensamma delaren helt
enkelt dr variabeln B:s slutvérde.

Vi har alltsa konstaterat dels att algoritmen terminerar, men ocksa att den gor sa med rétt svar -
algoritmen &r alltsa korrekt.

Den uppmérksamma ldsaren kanske ifragasatte att vi betraktade problemet som 16st utan att ta
nagon som helst hinsyn till hur lang tid algoritmen tar innan den terimerar. Var algoritm kanske
ar sa ineffektiv att det tar flera dagar att beréikna svaret nir A och B &r stora. Under néista lektion
kommer vi behandla de verktyg man anvénder for att beskriva hur effektiv en algoritm &r.

Ovning 1. Formulera problemet Polynomrétter, som gar ut pa att finna alla reella nollstéllen
till ett polynom.
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Ovning 2. Bevisa att D #r en gemensam delare till A och B om och endast om D &r en
gemensam delare till talen A och B — A.

Ovning 3. Bevisa att Euklides algoritm terminerar efter hogst A + B iterationer av loopen.

Kattisovning (ID: ged). Implementera Euklides algoritm.

Implementationsproblem

I den “enklaste” sortens problem &r problemlydelsen sa pass specifik att det svara inte dr att
komma pa losningen, utan att faktiskt implementera den. Ofta handlar implementationsproblem
om att simulera nagot tidsforlopp.

Exempel 2. Receptet (Programmeringsolympiadens skolkval 2011)

Du har bestamt dig for att laga mat. For att laga maten behéver du N ingredienser.
For varje ingrediens vet du hur mycket du redan har hemma, hur mycket du behéver
totalt samt kostnaden for ingrediensen om du maste kopa den. Du skall alltsa kopa den
miéingd av varje ingrediens som du saknar. Uppgiften &r att beriikna kostnaden for att
laga maten.

Kattisovning (ID: receptet). Los Receptet.

Problemet &r inte sédrskilt svart: for varje ingrediens berdknar hur mycket av varje ingrediens
vi maste kopa. Sedan multiplicerar vi detta med priset fér ingrediensen, Till slut summerar vi
kostnaden for varje ingrediens.

Bara for att 16sningen till ett implementationsproblem &r uppenbar beh6ver den absolut inte vara
enkel! Att implementera en algoritm kan vara extremt invecklat och 6ppnar upp fér manga buggar
i ditt program.

Bruteforce

Manga problem gar ut pa att prova en stor méngd mdojligheter i 16sningen. Om uppgiften &r att man
ska skriva ut antalet heltalslosningar till en ekvation kan det tankta tillvigagangssittet helt enkelt
vara att prova alla mojliga virden pa ekvationens variabler och se om dessa uppfyller ekvationen.
Detta kallas for bruteforce. Man anvander héir att en dator ar vildigt snabb, sa att man behover
tdnka mindre i sjélva losningen.

Ibland dr anvindningen av bruteforce inte sa uppenbar. Det kan t.ex. vara en del i ett problem.
Ekvationen vi letar heltalslosningar till kanske blir mycket ldttare att 16sa sa ldnge vi kidnner till
en av ekvationens variabler for att de vriga faller ut pa ett naturligt sétt.

Exempel 3. Finn alla heltal 0 < 2 < 10° som uppfyller
r=a-s(x)’+c¢
dér
la] < 10000
1<b<5h
le] < 10000
dr givna heltal, och s(z) &r siffersumman av talet x.

For att 16sa ekvationen enklast anvinder man bruteforce. Det vi gér bruteforce 6ver dr inte , som
man skulle kunna tro. x kan ndmligen anta alldeles for manga vérden for att programmet ska bli
snabbt nog (en dator klarar av ungefir 108 “sma” operatoner per sekund). Istillet inser vi att ett
tal med hogst 9 siffror inte kan ha en storre siffersumma &n 81, ndmligen da alla siffror &r 9. Det vi
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ska bruteforca 6ver &r alltsa siffersumman s(z). Givet en viss siffersumma &r = entydigt bestdmt
eftersom vi kan berikna hogerledet. Da aterstar bara att kontrollera om x faktiskt har samma
siffersumma som vi antog att talet hade.

Att 16sa ett problem med ren bruteforce, det vill siga utan att kombinera med nagon mer avan-
cerad teknik eller ytterligare insikter (som ovan, dér det svara var att komma fram till rétt vari-
abel) brukar oftast bara vara mojligt pa enklare problem. Generellt blir programmet alldeles for
langsamt.
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Losningar till 6vningarna

Ovning 1:
Indata: Koefficienterna a; till ett polynom p(x) = a,z™ + a,_12" ! + ... + aop.

Utdata: Alla reella tal x sadana att p(z) = 0.

Ovning 2: Om D ir en delare i A och B sa kan vi skriva A = DN och B = DM for nagra heltal
N och M. B— A= D(M — N), vilket saklart &dr delbart med D.

At andra hallet, om D #r en delare i B och B — A kan vi skriva B = DN och B— A = DM. Detta
ger A=B— DM = DN — DM = D(N — M), vilket dven det &r delbart med D.

Ovning 3: Varje iteration av loopen minskar summan A + B. Detta kan bara hinda A + B
ganger, eftersom summan &r icke-negativ. Hinder det fler ganger maste minst ett av talen bli 0,
och da kommer loopen ha terminerat.

Kattis6vning gcd:

#include <tostream>
#include <algoritihm>

using namespace std;

int gcd(int A, int B){
while(A > 0){

B =B - A;
if (A > B){
swap(A, B); // swap finns < <algorithm>
}
}
return B;

}

int main(){
int A, B;
cin >> A >> B;
cout << gcd(A, B) << endl;
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Inlamningsproblem

Kattisinlamning 1 (ID: bijektion). 1/0/0
Kattisinlamning 2 (ID: fullsatt). 2/0/0
Kattisinlimning 3 (ID: kalkylator). 0/1/0
Kattisinlamning 4 (ID: schackmatt). 0/0/1
Teoriuppgift 1. 2/1/0

a) Formulera Sorteringsproblemet som gar ut pa att sortera en lista av heltal.
b) Skriv en 16sning till Sorteringsproblemet i pseudokod.
¢) Bevisa att din 16sning &r korrekt och terminerar.
d) N&dmn nagra tillimpningar av Sorteringsproblemet.
Teoriuppgift 2. 1/1/0

Nar vi vill bevisa att en algoritm inte ar korrekt forsdker vi hitta ett motexempel till algo-
ritmen. Det racker med ett enda fall dir algoritmen inte fungerar for att den ska vara felaktig,
oavsett hur manga exempel den faktiskt klarar.

Foljande problem (Biblioteket) kommer fran Programmeringsolympiadens onlinekval 2009, i
lite modifierad form:

Du jobbar pa ett bibliotek och vill stélla tillbaka ett antal bocker i hyllorna. Hyllor-
na &r placerade langs z-axeln. Givet i vilken hylla varje bok ska sta (en z-koordinat
a; mellan 0 och 1000) och det maximala antalet bocker som du kan bira samtidigt,
bestdm den kortaste strickan du maste ga for att stélla tillbaka alla bocker. Du
och bockerna som ska stéllas tillbaka befinner sig ursprungligen pa position 0. Du
behover inte ga tillbaka efter att ha aterstillt den sista boken. Det finns total n
bocker, och du kan béra k bocker samtidigt.

Marten foreslar féljande 16sning:

Borja med att ldgga tillbaka de k bocker som ska placeras ndrmast utgangspunkten. Sedan
tar du de nésta k nidrmsta bockerna, och fortsitter sa tills du placerat ut alla bocker.

Visa att Martens 1osning ar felaktig genom att konstruera ett motexempel.




