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Lektion 2

Forra lektionen tittade vi pa vad ett problem &r inom datavetenskapen, och vad en algoritm som
l6ser ett problem maste uppfylla. Idag tittar vi lite mer pa hur man analyserar korningstiden av
en algoritm.

1 Analys av algoritmer

Vi kommer hér analysera en algoritm som heter insertion sort och anvénds for att sortera tal.

Antag att vi har en lista av tal ag,aq,...,an_1 och vill ha denna lista i sorterad ordning. Ett sétt
att gora detta vore att forst sortera ag (som ju redan &r sorterad), sedan sortera a; genom att
placera in den antingen till vénster eller hoger om ag, sedan sortera as genom att placera in den
pa ratt plats med ag och a1, och sa vidare.

Vi gar alltsa igenom varje tal i listan, ett efter ett, och placerar in det pa ritt stélle i den sorterade

listan.
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En intressant fraga &r hur lang tid det faktiskt tar att kora insertion sort. Inom datavetenskapen &r
man inte sa ofta intresserad av den faktiskt klocktiden som algoritmen tar, utan vi férsoker istéllet
uppskatta hur kortiden vixer som en funktion av indatans storlek. For en sorteringsalgoritm &r
indatans storlek antalet element vi sorterar, n, sa vi dr intresserade av hur tiden, T'(n) vixer i
forhallande till n.

For att analysera det maste vi forst specifiera algoritmen i pseudokod, sa att vi vet exakt vilka
steg vi utfor.

Algoritm 1 Insertion sort

1: procedure INSERTIONSORT(A) > Sorterar listan A som har N element
2 fori«+ 1till N—-1do

3: J1

4: sa lange j > 0 och A[j] < A[j — 1]

5 Byt plats pa A[j] och A[j — 1]

6 je—g—1

For att analysera hur lang tid algoritmen tar borjar vi med att anta att alla smadperationer tar
lika lang tid, och att den tiden &r exakt 1 (av nagon obestdmd enhet). Vi maste vara noga med
att gora rimliga antaganden av vad en liten operation &r, men de flesta har en hyfsad intuition for
detta.

I vart program utfor varje rad en liten operation, men de tva looparna kan géra att vissa rader
exekveras fler &n en gang. Den yttre for-loopen kommer kéras N — 1 ganger. Antalet ganger den
inre loopen kor varierar dock beroende pa hur listan vi sorterar ser ut. Vi antar dérfor att den for
ett visst ¢ kor t; ganger.
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Nu kan vi skriva ut hur lang tid varje rad tar, samt hur manga ganger de kors:

Algoritm 2 Insertion sort

1: procedure INSERTIONSORT(A) > Sorterar listan A som har N element
2 for i< 1till N -1do > Kors NV — 1 ganger, kostnad 1
3: R > Kors IV — 1 ganger, kostnad 1
4: sa lange j > 0 och A[j] < A[j — 1] > Kors Zf\;l t; ganger, kostnad 1
5 Byt plats pa A[j] och A[j — 1] > Kors ZZ]\;_II t; ganger, kostnad 1
6 j+—j—1 > Kors Zi\;l t; ganger, kostnad 1

Vi kan nu summera kostnaden for varje rad: T(n) = (N—1)+(N—-1)+ (Zf\:ll tj) 4 (Zzli_ll tj) n
(Zfi}l tj) =3 (Zﬁi‘ll tj) +2N —2.

Oftast &r det vi &r intresserade av hur algoritmen beter sig i det wvdrsta fallet. Det virsta fallet
for insertion sort ar nér listan dr i omvénd ordning. Da kommer while-loopen i algoritmen koras 4
ganger, dvs t; = i.

Ovning 1. Argumentera for varje det i virsta fallet giller att ¢; = .

Sitter vi in detta far vi T'(n) = 3(25;11@) +2oN —2=30UN=2 oy 9= 3(N2_3N +
2)+2N -2=3N?2-3N+1.

T(N) vixer alltsa kvadratiskt mot antalet element N. Vi skriver detta pa foljande siitt: T(N) =
O(N?). Detta kallas for asymptotisk notation, och fangar beteendet hos T(N) for “stora” prob-
lem.

Pa samma vis, om T(N) = 2n + 15 viixer T'(N) ungefir linjirt mot N, sa vi siger att T(N) =
O(N).

Formellt defineras notationen pa foljande vis:

Definition 1. Vi séiger att en funktion f(n) = O(g(n)) om % < ¢ for alla n > ng dér ¢ och ng

dr positiva konstanter som vi viljer.

Rent intuitivt betyder detta att f(n) viixer langsammare eller lika snabbt som g(n). Till exempel
ar an? + bn + ¢ = O(n?), men dven an + b = O(n?). Med hjilp av denna stora-O-notation har vi
alltsa ett enkelt sétt att jimfora hur snabba olika algoritmer &r.

Vi bevisar nu att med denna definition sa &r tiden som insertion sort tar i viirsta fallet O(N?).

Exempel 1. Visa att %NQ — gN +1=0(N?).

3n2_5
Bevis. Néir N > 1 giiller SN2 — 3N 41 < 2N2 4+ N2+ N? < AN? = 223V <y g0 v > 2,

Med konstanterna ¢ = 4 och ng = 1 uppfylls alltsa villkoret i definitionen. O

Vi kallar tiden som en algoritm tar med avseende pa problemstorleken for algoritmens tidskom-
plexitet. Motsvarande kan vi méta hur mycket minne en algoritm tar med hjilp av asymptotisk
notation, nagot vi kallar algoritmens minneskomplexitet. Insertion sort sparar alltid ungefiar N
heltal i minnet, sa den har minneskomplexiteten O(N).

For konstanter k siger vi att k = O(1). For att avgora om den algoritm man har kommit pa ér
snabb nog kan man anvéinda foljande tabell. Den uppskattar hur stort problem en algoritm med
en viss komplexitet kan 16sa pa nagon sekund.
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Komplexitet | n
O(logn) 2(107)
O(/n) 0™
(n) 107
(nlogn) 10°
(ny/n) 10°
(n?) 5-103
(n”]

(

(

(

ogn) | 2-103

) 300
) 24
n2") 20
(n!) 11

Nér man loser ett problem ska dock fokus alltid vara pa att ha en korrekt algoritm. Ett program
som gar langsamt men ger ritt svar kan ge delpodng, medan ett snabbt program som svarar att
1+ 1 = 3 inte 4r mycket att ha.

Komplexitetsanalys kan ocksa anvindas for att bestimma undre granser till ett problem. For att
resonera kring undre grénser infor vi Omega-notationen, som &r motsvarande stora-O-notationen,
fast t andra hallet. Eftersom n = O(n?) siiger Omega-notationen att n?> = Q(n). Dvs att n? vixer
alltsa snabbare &n n.

Notationen ar vettig, for vi vill kunna konstatera att en viss algoritm maste ha en undre gréns
pa sin kortid. Péastaendet “Algoritm X kriiver minst O(n?) tid i virsta fallet” &r helt viirdeldst,
eftersom O(n?) beskriver en dvre grins, inte en undre grins. Istillet vill vi siga att “Algoritm X
kriver minst Q(n?) tid i virsta fallet”.

Ovning 2. Vad har insertion sort fér undre kortid? Hitta en sa bra grins som méjligt, och bevisa
att det dr den bésta mojliga undre gréansen.

Ovning 3. Ge en O(n)-algoritm och en O(1)-algoritm for att summera de n forsta heltalen.

Ovning 4. Visa med definitionen for asymptotisk notation att 10n2 + 7n — 5 + log?n = O(n?).
Ge ett exempel pa konstanter ¢, ng som uppfyller villkoret.

Ovning 5. Visa att f(n) + g(n) = O(maz{f(n),g(n)}).
Ovning 6. Ar 27! = O(27)? Ar 22" = O(2")?

Ovning 7. Visa att (n +a)® = O(n®) for positiva konstanter a,b > 0.
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