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Lektion 4

Denna lektion ska vi studera rekursion.

Principen om induktion

Principen om induktion dr ett vanligt sétt att bevisa ett pastaende P(n) om ett heltal n. Vi kan

t.ex ha pastaendet “P(n) : summan av de n forsta positiva heltalen ér W”.

Man kan bevisa detta pastaende i tva steg:
e Visa att P(1) ar sant.
e Visa att om P(n) dr sant, sa dr d&ven P(n + 1) sant.

Dessa tva steg bevisar tillsammans att pastaendet P(n) #r sant for alla heltal n > 1 och kallas
alltsa for ett induktionsbevis.

Exempel 1. Visa att summan av de n forsta positiva heltalen ar %

Bevis. Pastaendet dr uppenbarligen sant for n = 1, eftersom @ = 1—22 =1.
Antag nu att pastaendet dr sant for nagot heltal k, dvs att summan av de k forsta heltalen
r @ Om vi adderar k + 1 till bada led far vi att summan av de k + 1 forsta heltalen &r

k(k;—l L h4l= k(k+1);—2(k+1) _ k2+gk+2 _ (k+1)2(k+2

), dvs formeln ar sann dven for k + 1.
Enligt principen om induktion dr da pastaendet samt for alla heltal n > 1. O
Att principen faktiskt dr sann gar att bevisa beroende pa inom vilket axiomsystem man valt att kon-

struera heltalen. Vi kan i alla fall bevisa att den foljer av den lite mer intuitiva vdlordningsprincipen
— att varje icke-tom delméngd av positiva heltal har ett minsta element.

Sats 1. Principen om induktion dr korrekt.

Bevis. Antag att for ett visst pastaende P(n) géller att P(1) &r sant och P(n) = P(n+1).

Lat S = {n € Z; : P(n) &r falskt }. Vi vill visa att S = 0, d.v.s att P(n) faktiskt &r sann for alla
positiva heltal. Antag att sa intet dr fallet. Da finns enligt vilordningsprincipen ett minsta element
a € S. Vivet att a > 1, eftersom P(1) &r sann. Da dr ¢ — 1 > 1. Vi far nu tva fall.

Om a — 1 € S var a inte det minsta elementet, sa detta kan inte vara fallet.

Alltsa dr a — 1 inte ett element i S. Detta innebér med andra ord att P(a — 1) dr sann. Enligt
antagandet har vi P(a — 1) = P(a). Ur detta foljer alltsa att a inte heller &r i S.

Antagandet att S hade ett minsta element dr alltsa falskt. Den enda mgjligheten som ar kvar ar
att S faktiskt &r tom, alltsa att P(n) &r sann for alla positiva heltal. O

Rekursiva definitioner

Induktion &r nira forknippat med s.k. rekursiva definitioner. En rekursiv definition &r ett sitt att
definera nagon storhet i termer av sig sjélv. Om vi betecknar summan av de férsta n positiva helta-
len med S,, kan vi t.ex. uttrycka .S,, som S,,_1 +n — vi uttrycker summan av n heltal med hjélp av
summan av n— 1 heltal. Detta sjilvreferrerande &r alltsa vad som brukar kalls fér rekursion.

Den vakna lésaren noterade antagligen att S,, = S,—1 + n dock inte duger som en definition av
Sy. Nar vi ska definera Sy far vi namligen Sy = S_1 4+ 0. Summan av de —1 forsta heltalen &r dock
svart att definera rent semantiskt. Vad som fattades i var beskrivning ar det sa kallade basfallet
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— ett virde pa S, som vi bestdmmer oss for att definera direkt. I vart fall dr det ldmpligt att
anvéanda oss av basfallet So = 0.

Ett antal basfall samt ett rekursivt samband utgor alltsa en rekursiv definition.

En annan vanlig rekursiv definition som de flesta dr bekanta med &r Fibonaccitalen. De brukar
defineras med basfallen Fy = 0 och F} = 1 samt rekursionssambandet F, 1o = F, 41 + Fj,.

Ovning 1. Visa att den rekursiva definitionen av Fibonaccitalen &r entydiga, d.v.s basfallen till-
sammans med rekursionssambandet ger tillridcklig med information for att unikt bestimma véirdet
pa F, for alla n > 0. Gor detta med hjilp av induktionsprincipen.

Rekursiva definitioner uppkommer ofta bade i matematiken och datavetenskapen, ofta som svar
till en uppgift. I matematikproblem férsoker man ofta finna ett sa kallat slutet uttryck fran den

rekursiva definitionen. Detta ar alltsa ett uttryck for storheten som inte &r rekursiv. Vi bevisade i

foregaende avsnitt att S, har det slutna uttrycket @

Exempel 2. Definera en sekvens a; utifran den rekursiva definitionen

(10:0

Ap+1 = Qan +1

Finn ett slutet uttryck for rekursionen.

Bewis. Vi borjar med att berdkna sekvensens virde for nagra termer i borjan:

ag =0

ag=2-0+1=1
as=2-24+1=3
az3=2-34+1=7
a1 =2-7T+1=15

Vi kan hér borja misstinka att a, har det slutna uttrycket 2 — 1. Vi kan bevisa detta med hjélp
av induktion:

ap=2°—1=1-1=0, s& pastaendet &r sant for 0. Vidare, om a,, = 2" — 1 ir a, 41 = 2(a,)—1) =
227 — 1)+ 1 =27+ — 24 1 =2+l ],

Enligt principen om induktion géller alltsa a,, = 2™ — 1 for alla n > 0. O

Observera att principen om induktion kan anviindas dven om vi inte borjar med just P(1). Det dr
inte sarskilt svart att visa, med foregaende bevis i hand:

Ovning 2. Visa att om P(n) dr sant dér n &r vilket heltal som helst, samt P(k) = P(k + 1) for
alla k > n sa é&r P(k) sant for alla k > n.

Tips: pastaenden om heltalen n,n+1,n+2, ... osv. kan ocksa uttryckas som pastaenden om heltalen
1,2,3,....

Rekursion och programmering

Rekursiva definitioner &r en av de viktigaste principer inom programmering. En viildigt stor klass
av programmeringsproblem l6ser man namligen genom att reducera problemet till samma problem,
fast av mindre storlek. Om du ska berikna summan av de 10 forsta heltalen kan du férst berdkna
summan av de 9 forsta heltalen, och sedan addera 10. Da har du reducerat problemet till att
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berakna summan av de 9 forsta heltalen istallet. Detta kan du i sin tur reducera till att berdkna
summan av de 8 forsta heltalen, osv, dnda tills du ska summera de 0 forsta heltalen. Men detta
basfall dr enkelt — svaret ar helt enkelt 0.

Nér vi programmerar ligger rekursionen rent konkret i en funktion som anropar sig sjélv. Den
rekursiva definitionen av de n forsta positiva heltalen, n!, kan defineras rekursivt som:

)1 omn =20
L I (n—1)! annars

I C++ kan vi implementera denna rekursiva definition sa hér:

int fakultet(int n){
if(n == 0){
return 1;
}
return n * fakultet(n - 1);

3

Fibonaccitalen har en lite mer komplicerad definition:

0 omn=2~0
F, = 1 omn=1
F, 14+ F,_o annars

Men att vi har tva basfall gor saken inte mycket svarare:

int fib(int n){
if(n == 0){
return 0;
}
if(n == 1){
return 1;
}
return fib(n - 1) + fib(n - 2);
}

I programmeringsproblem #r rekursionerna oftast inte lika enkla att komma pa som i vara sméa
exempel. Basfallen brukar ddremot vara tdmligen enkla att komma pa sjélv.

Exempel 3. Fran Programmeringsolympiadens onlinekval, 2010 kommer uppgiften Gourmeten
(Kattis-id: gourmeten).

Den franska gourmeten Frank dr en vil respekterad gourmet; hans yrke dr att ga runt
till olika restauranger, #ta av deras mat och ge sitt omdoéme om restaurangen. Men
han béar pa en hemlighet: han &r egentligen bara intresserad av att dta sa mycket som
mojligt och i vilken ordning som helst!

Frank forstar dock att en dkta gourmet inte kan &ta hur som helst, t.ex. borja med sin
dessert och avsluta med en sallad. Déarfér ber han om din hjédlp att ta fram en lista
med alla olika sdtt att ordna matriatterna under en bjudning, s& han kan vilja ut den
ordning som &r finast.

Pa bjudningen har Frank M minuter pa sig att dta. Restaurangen bjuder pa N olika
riatter som han kan dta hur manga portioner som helst av. Varje rétt tar ett visst givet
antal minuter att dta. Frank vill &ta kontinuerligt under alla de M minuter han har pa
sig, och han vill hinna &ta klart alla riatter han paborjat. Han vill aldrig paborja en ny
ratt innan han &tit fardigt den forra. Din uppgift ar att skriva ett program som riaknar
ut pa hur manga olika séitt han kan ldgga upp middagen, givet dessa restriktioner.
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Indata: Ett heltal M, antalet minuter. Ett heltal N, antalet réatter. N heltal T;, tiden
det tar att dta ratt nummer q.

Utdata: Antalet mojliga séitt Frank kan &ta under exakt M minuter.

Bevis. For att gora det enkelt f6r oss later vi a(k) vara antalet séitt Frank kan dta om vi har k
minuter kvar.

Vi noterar forst att om Frank har exakt 0 minuter kan han &dta pa ett sétt, ndmligen genom att inte
dta nagot alls. Man kan tvista om att det egentligen borde vara 0 sétt (dr att dta inget verkligen
att dta nagot?), men man brukar traditionellt betrakta det “tomma” séttet som ett giltigt sétt (pa
samma sitt som den tomma mingden #r en delméiingd i alla méngder). Om han har mindre &n 0
minuter kvar har han redan overskridit sin tid, s& da &r antalet sdtt han kan dta istéllet 0. Detta
innebér att a(0) =1 och a(k) =0, nér k < 0.

Detta visar sig faktiskt tillréickligt som basfall. For alla tider storre &n 0 minuter kan vi istéllet
formulera svaret rekursivt.

Antag att vi har k£ > 0 minuter kvar att dta pa. Om den sista ritten vi dter var rétt ¢ som tar ¢;
minuter, sa kan vi #ita pa totalt a(k — t;) sdtt. Vi kan alltsa ga igenom varje ritt ¢ och summera
a(k —t;), eftersom nagon ritt maste vara den sista ritten vi at. Detta ger oss rekurionssambandet
a(k) = Zfil a(k — t;). Tillsammans med vara basfall kan vi nu berikna a(M). O

Vi implementerar detta i kod sahér:

// indatan
int N, M;
vector<int> t;

int gourmeten(int minuter){
if (minuter < 0) return O;
if (minuter == 0) return 1;
int svar = 0;
for(int i = 0; i < N; ++i){
svar += gourmeten(minuter - t[i]);

}

return svar;
}
Dekomposition

En speciell sorts rekursion &r sa kallad dekomposition (eng. divide and conquer). Har bryter vi ned
problemet vi ska 16sa i mindre, separata delar. Sedan 16ser vi delarna for sig och kombinerar svaren
pa dessa till svaret for det stora problemet.

Exempel 4. Vi har en vektor med n stycken heltal, som har elementen a[0], ..., a[n — 1]. Vi undrar
nu vilket element som &r det storsta av dessa.

Bevis. Vi loser ett mer generellt problem: vad &r det storsta av elementen a[l], ..., a[r — 1], fér tva
heltal 0 <1 < r < n. Om vi betecknar detta med f(I,r) s dr svaret till det ursprungliga problemet

f(0,n).

Om r = [+1 har vi endast ett element, ndmligen a[l]. Detta &r vart basfall i rekursionen: f(I,1+1) =
all].
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Annars kan vi lata m = (I +)/2] och dela upp var array i a[l],...a[m — 1] samt a[m], ..., a[r].
Det storsta virdet av dessa tva delar dr ju f(I,m) respektive f(m,r). Det storsta viirdet av hela
intervallet maste ju ligga i nagon av dessa tva delar. Darmed dr f(I,r) = max {f(l,m), f(m,r)}.

Detta ger oss den rekursiva definitionen:

F(L1+1) = al]
Sy =max{f(l, [(1+7)/2]), f(LL+7)/2],7)}

som vi implementerar i C++ som

int findMax(vector<int>& a, int 1, int r){
if(r == 1 + 1){
return al[l]l;
}
return max(findMax(a, 1, (1 + r)/2), findMax(a, (1 + r)/2, 1));

Ovning 3. Bevisa att den rekursiva definitionen #r korrekt med hjélp av induktion.

Ovning 4. Visa att tidskomplexiteten for findMaz-funktionen &r O(r — [) med induktion.

Merge sort

En kind algoritm som anvénder sig utav dekomposition ar sorteringsalgoritmen merge sort. Algo-
ritmen anvénder sig av samma princip som var findM ax-funktion, i att den delar upp indatan i
delar som den rekursivt sorterar, men att kombinera dessa delsvar dr lite mer komplicerat.

Antag att vi har tva sorterade vektorer a och b. Vi vill kombinera dessa till en sorterad vektor
c. Vi inser att det ldgsta elementet i ¢, dvs ¢[0] maste vara det ldgsta av de det ligsta elementet
ia, dvs a[0], samt det ldgsta elementet i b, alltsa b[0]. Vi har alltsa ¢[0] = min(a[0],b[0]). Om a
ddremot &r tom sétter vi ¢[0] = b[0] och vice versa.

Sjélvfallet kan vi nu upprepa denna procedur med de kvarvarande elementen, dvs vi tar bort det
ligsta elementet fran antingen a eller b och fortsidtter med detta tills bada vektorer dr tomma.
Algoritmen &r alltsa:

vector<int> sortVector(vector<int>& a, int 1, int r){
intm=(Q + r)/2;
sortVector(a, 1, m); // sort left half
sortVector(a, m, r); // sort right half

//combine the answers
vector<int> answer;
int x = 1;
int y = m;
while(x < m || y < r){
if(x==m || (y <r && aly] < alx])){
answer.push_back(aly]l);
yt++;
} else {
answer.push_back(a[x]);
xX++;

)
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}

return answer;

}
Ovning 5. Skriv ner funktionens beteende for vektorn (3,6,1,5,4,0,2,7).

Ovning 6. Visa att sortVector har tidskomplexitetn O(nlogn), ddr n &r antalet element i vektorn.
Det finns tva sitt att gora detta pa: dels via induktion (ganska svart), och dels genom att rita upp
ett diagram Over de olika anropen och hur lang tid kombinationssteget tar i varje anrop.

Det som utmiirker dekomposition fran vanlig rekursion &r just att man delar upp sitt problem i tva
eller flera oberoende delar, som man sedan kan kombinera fér att 16sa det ursprungliga problemet.
Vi kommer se fler tillimpningar av dekomposition senare i kursen.
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Uppgifter

Ovning 7. Bevisa med hjilp av induktion att

n

divil=(n+1)!-1

i=1
Ovning 8. Bevisa med hjilp av induktion att ett schackbriide av storlek 2 x 2" med en ruta
borttagen kan téckas med hjilp av triominos (L-formade brickor formade av tre 1 x 1-rutor).

Ovning 9. Bevisa med hjilp av induktion att varje komplett, riktad graf har en hamiltonsk viig
(en vig som besdker alla horn exakt en gang).

Ovning 10. Bakatinduktion Ett komplement till principen om induktion &r bakdtinduktion. Givet
ett pastaende P(n) bevisar vi att det &r sant fér alla n > 1 genom foljande steg:

e Visa att P(1) dr sann
e Visa att P(n) = P(n — 1) f6r n > 1 (observera minustecknet!)
e Visa att P(n) = P(n') dir n' > n

Med hjilp av villkor 1 och 3 bevisar man att P(n) &r sant for godtyckligt stora n, och anviinder
sedan villkor 2 for att “backa” beviset till mindre n.

Bevisa att om de tre villkoren &r sanna sa ér P(n) sant f6r alla n > 1. Tips: vilordningsprincipen.




