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Algoritmer, simulering och bruteforce

Algoritmer och problem

En algoritm ar en metod som tar emot nagon mingd varden, tndata, for att producera nya varden,
utdatan. Oftast anvinder vi algoritmer f6r att 16sa olika sorters problem som uppkommer inom
datavetenskapen.

algoritm . qata

indata

Figur 1: indata kommer in, utdata kommer ut

Ett problem kan exempelvis vara att berdkna den storsta gemensamma delaren av tva heltal A
och B, som betecknas ged(A, B) (greatest common divisor pa engelska). Ett tal N &r ett delare
till ett tal A om kvoten % ar lika med ett heltal, dvs A = N - x for nagot heltal z. Vi beskriver
problemet formellt:

Exempel 1. Storsta gemensamma delaren
Indata: tva positiva heltal B > A > 0.

Utdata: den storsta gemensamma delaren av A och B, dvs ged(A, B).

Losning

For att en algoritm ska 16sa ett problemet behdver den uppfylla tva villkor:
1. Algoritmen far inte kéra oéndligt linge (dvs den méaste terminera)
2. Nér algoritmen terminerar méaste den ha berdknat den korrekta utdatan

Till problemet Storsta gemensamma delaren finns en tdmligen enkel algoritm som redan den
gamle greken Euklides kom pa, den sa kallade FEuklides algoritm.

Euklides algoritm tar tva positiva heltal A och B. Sedan, dnda tills ett av talen blir 0, subtraherar
man det mindre av talen fran det storre. Nér ett av talen blir 0 kommer det andra talet vara
ged(A, B). Vi kan specifiera algoritmen mer exakt med hjilp av psuedokod:

Algoritm 1 Euklides algoritm
Antagande: B> A >0

1: Funktion Gcp(heltal A, heltal B)

2 sa linge A > 0

3 B+~ B-A > Subtrahera det mindre talet fran det stérre
4: om A ir stérre dn B
5
6

byt plats pad A och B > Vi vill att B > A alltid ska vara sant
returnera B

Néar vi anvinder pseudokod beskriver vi hur en algoritm fungerar pa en hégre niva &n nér vi
anvinder ett programmeringssprak. Vi bryr oss inte om sméa detaljer, vi &r inte lika explicita, vi
bryr oss inte om syntax etc. Denna form ar valdigt praktiskt, och later oss konkretisera vara tankar
kring ett problem innan vi spenderar tid pa att implementera det pa datorn.

Det dr fortfarande langt ifran uppenbart varfor algoritmen faktiskt fungerar, eller om den ens
terminerar. Vi kan prova att exekvera algoritmen for oss sjélva, t.ex. med talen 15 och 6.
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B=15,A=6 (start
B=9,A=6 (subtrahera
B=3,A=6 (subtrahera

B=6,A=3 (byt plats
B=3,A=3 (subtrahera
B=0,A=3 (subtrahera
B=3A=0 (byt plats

)
)
)
)
)
)
)
gcd(15,6) =3 (terminera)

Algoritmen fungerade onekligen for vart lilla exempel - 3 dr det storsta heltal som delar bade 15
och 6. Eftersom vi dr matematiker néjer vi oss saklart inte med detta, men kanske har vi nu fatt
ett hum om varfor algoritmen &r korrekt:

1. Betrakta summan A + B. Efter en koérning av loopen kommer summan minska med A. Men
A > 0, eftersom loopen inte dnnu avslutats. Alltsd kommer summan A 4 B bli strikt mindre.
Men inget av talen dr nigonsin negativt, si A+ B > 0. Summan kan alltsa inte minska i all
odndlighet, och for eller senare maste dirfér A vara 0 sa att loopen avbryts.

2. Vi noterar forst att ged(B,0) = B. Vidare méste vi inse att ett tal D dr en gemensam
delare till A och B om och endast om D #r en gemensam delare till talen A och B —
A. Detta innebér rent konkret att efter varje steg i var algoritm kommer de gemensamma
delarna till talen vara oférdndrade. 1 synnerhet kommer den stérsta gemensamma delaren
vara densamma.

Vi vet att variabeln A forr eller senare kommer bli 0 i var algoritm maste, vi vet att
ged(B,0) = B, samt att vi har samma gemensamma delare i bérjan av algoritmen som i
slutet. Var slutledningsférméga konstaterar da att talens storsta gemensamma delaren helt
enkelt ar variabeln B:s slutvirde.

Vi har alltsa konstaterat dels att algoritmen terminerar, men ocksa att den gor sa med ratt svar -
algoritmen &r alltsd korrekt.

Den uppmérksamma ldsaren kanske ifragasatte att vi betraktade problemet som 16st utan att ta
nagon som helst hansyn till hur lang tid algoritmen tar innan den terimerar. Var algoritm kanske
ir sa ineffektiv att det tar flera dagar att berfikna svaret nir A och B &r stora. Under néista lektion
kommer vi behandla de verktyg man anvinder for att beskriva hur effektiv en algoritm &r.

Ovning 1. Formulera problemet Polynomrdtter, som gar ut pa att finna alla reella nollstéllen
till ett polynom.

Ovning 2. Bevisa att D #r en gemensam delare till A och B om och endast om D &r en
gemensam delare till talen A och B — A.

Ovning 3. Bevisa att Euklides algoritm terminerar efter hogst A + B iterationer av loopen.

Kattis6vning (ID: slowgcd). Implementera Euklides algoritm.

Implementationsproblem

I den “enklaste” sortens problem &r problemlydelsen sa pass specifik att det svara inte &r att komma
pa losningen, utan att faktiskt implementera den. Ofta handlar implementationsproblem om att
simulera nagot tidsforlopp.

Exempel 2. Receptet (Programmeringsolympiadens skolkval 2011)
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Du har bestdmt dig for att laga mat. For att laga maten behéver du N ingredienser.
For varje ingrediens vet du hur mycket du redan har hemma, hur mycket du behéver
totalt samt kostnaden for ingrediensen om du maste képa den. Du skall alltsa képa den
méangd av varje ingrediens som du saknar. Uppgiften dr att berikna kostnaden for att
laga maten.

Problemet dr inte sarskilt svart: for varje ingrediens berdknar hur mycket av varje ingrediens
vi maste kdpa. Sedan multiplicerar vi detta med priset for ingrediensen, Till slut summerar vi
kostnaden for varje ingrediens.

Bara for att 16sningen till ett implementationsproblem dr uppenbar behover den absolut inte vara
enkel! Att implementera en algoritm kan vara extremt invecklat och 6ppnar upp fér manga buggar
i ditt program.

Exempel 3. Matt i ett drag (Introduktion till Algoritmer 2014-2015)

Nar du tittar tillbaka i dina gamla argangar av Schacknytt hittar du massvis av schack-
pussel. Tyvérr inser du att det var alldeles for 1inge sedan du spelade schack, och dven
triviala pussel som att hitta matt i ett drag & numera langt 6ver din férmaga.

Men skam den som ger sig. Du inser saklart att du istéllet kan anvinda dina nyfunna
algoritmiska kunskaper for att 16sa problemet genom att gora ett program som hittar
det vinnande draget.

Briadet du far uppfyller foljande villkor:

Ingen spelare kan gora rockad.

Ingen spelare kan gora en passant.

Vit kan satta svart i matt i ett drag.

Ditt program ska skriva ut vilket drag vit ska gora for att sétta svart i matt.

Hur 16ser man ett sddant hemskt problem? Man skriver bra kod, kod som é&r si generell som
mojligt, som &r sa explicit i vad den gor som mdjligt. En bra strukturerad 16sning till problemet
skulle kunna se ut sahér:

Boolean Main() {
B <- inl&sning()
// Prova alla méjliga vita drag
f6r varje (r, c¢) i B {
om B(r, c¢) &r en vit pjas {
D <- Drag(B, r, c)
for varje d i D {
B’ = GorDrag(B, d)
// Er draget ogiltigt?
om ArSchack(B’, Vit): prova nista vid-drag

// Prova alla mdéjliga svarta mot-drag
for varje (r, c) i B’ {
om B’(r, ¢) &r en svart pjés {
D’ <- Drag(B’, r, c)
for varje drag d’ i D’ {
B’? <- GdérDrag(B’, 4’)
// Lyckades svart undvika schack?
om inte ArSchack(B’’, Svart): prova nista vit-drag
}
}
}
// Inget svart drag hjdlpte!
Svara med D
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}
}
}

Vector<Drag> Drag(B, r, c) {
X e

Bréde GorDrag(B, D) {

X e

Boolean ArSchack(B, Farg) {

}

Kan tyckas enkelt, men att generera drag och verifiera om en pjis star i schack dr forvanansvart
klurigt att fa till. Underskatta inte hur tidskrdvande implementationsproblemen kan vara.

Bruteforce

Manga problem gar ut pa att prova en stor méngd mdojligheter i 16sningen. Om uppgiften dr att man
ska skriva ut antalet heltalslosningar till en ekvation kan det tankta tillvigagangssittet helt enkelt
vara att prova alla mojliga virden pa ekvationens variabler och se om dessa uppfyller ekvationen.
Detta kallas for bruteforce. Man anvinder hir att en dator &r vildigt snabb, s& att man behdver
tdnka mindre i sjdlva 16sningen. Vi kommer senare i kursen gé igenom ett antal standardproblem
som man inte kinner till en béttre 16sning &n bruteforce till.

Exempel 4. Maximum Clique.

Du ska bjuda in nagra av dina N < 15 vénner pa din fédelsedagsfest. Tyvérr tycker
vissa av dina vinner inte om varandra, och du vill bara bjuda in en delmingd dé&r alla
vinner tycker om varandra. Hur manga vinner kan du som mest bjuda in?

Detta problem kallas for Mazimum Cligue, och vi har for tillfillet inte nagon sirskilt effektiv
algoritm som loser problemet. Vi skulle kunna hitta den maximala delméngden genom att helt
enkelt prova alla delméngder:

Algoritm 2 Maximum Clique

: Funktion MAXCLIQUE(heltal N, vinskapsmatris A[N][N])
returnera FindMaz(0,{}, N, A)

1

2

3: Funktion FINDMAX(heltal kollade, méngd nuvarande, heltal antal, vinskapsmatris A[N][N])
4 om kollade = antal

5: returnera |[nuvarande|
6

7

8

9

svar < FindMax(kollade 4+ 1, nuvarande, antal, A)
om FriendWithEveryone(kollade, nuvarande)
svar < max(svar, FindM azx(kollade + 1, nuvarande U kollade, antal, A)

returnera svar
10: Funktion FRIENDWITHEVERYONE(heltal ny, mingd nuvarande, vinskapsmatris A[N][N])
11: for varje vin v € nuvarande do
12: om inte A[ny|[vn]
13: returnera false
14: returnera true
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Vi provar att konstruera var delméngd genom att bérja pa den tomma delméngden och sedan, for
varje element, antingen ligga till det eller inte. Denna l6sning, att generera varje delmingd, ar
ett vanligt sitt att 16sa problem dér indata ar valdigt litet.

Manga tillimpningar av bruteforce ar inte lika uppenbara. Det kan t.ex. vara bara en liten en del
i ett problem. Lat oss betrakta foljande heltalsekvation:

Exempel 5. Heltalsekvation.
Finn alla heltal 0 < z < 10° som uppfyller

r=a-s(z)’+c

dar
la| < 10000

1<b6<5
le| < 10000
ar givna heltal, och s(x) &r siffersumman av talet x.

For att 16sa ekvationen enklast anvinder man bruteforce. Det vi gér bruteforce 6ver dr inte x, som
man skulle kunna tro. = kan nimligen anta alldeles f6r manga virden for att programmet ska bli
snabbt nog (en dator klarar av ungefir 10® “sma” operatoner per sekund). Istillet inser vi att ett
tal med hogst 9 siffror inte kan ha en storre siffersumma &n 81, ndmligen d& alla siffror dr 9. Det
vi ska bruteforca over ar alltsd siffersumman s(x). Givet en viss siffersumma dr = entydigt bestamt
eftersom vi kan berikna hogerledet. D4 aterstar bara att kontrollera om x faktiskt har samma
siffersumma som vi antog att talet hade.

Att 16sa ett problem med ren bruteforce, det vill sdga utan att kombinera med nagon mer avance-
rad teknik eller ytterligare insikter (som ovan, dér det svara var att komma fram till ratt variabel)
brukar oftast bara vara mojligt pa enklare problem. Generellt blir programmet alldeles for lang-
samt.

Exempel 6. Kopa Bbcker, Programmeringsolympiadens final 2010.

Du ska kopa 1 < N < 100 bocker av olika slag och kollar dérfér runt hos internetbok-
handlarna (som &r 1 < M < 15 till antalet). Varje bok finns hos minst en bokhandel
och kan variera i pris mellan de olika bokhandlarna. Dessutom kostar det ett visst be-
lopp i porto att bestilla fran varje bokhandel, oavsett hur mycket man bestéller. Skriv
ett program som berdknar det minimala beloppet bdckerna kostar dig, inrdknat porto.
Du kan bestélla fran hur manga bokhandlar som helst.

Vi kan hér inte prova att kdpa varje bok fran varje bokhandel, ty antalet mojligheter for detta blir
alldeles for stort 15190, Vi noterar istiillet att antalet olika bokhandlar ir litet (15), och attackerar
problemet genom att tillimpa bruteforce 6ver bokhandlarna. Fér varje bokhandel antingen képer
vi eller inte kdper bocker fran den, vilket vi kan prova alla méjligheter 6ver (2'°). Nér vi sedan ska
képa bocker véljer vi helt enkelt varje bok fran den bokhandel som erbjuder den billigast.

Det matematiska elementet

Under kursens gang kommer vi g& igenom mangder av algoritmer, datastrukturer och tekniker vi
kan anvidnda oss av for att 16sa problem. I slutdndan, fér de allra svaraste problemen, dr det dock
den matematiska problemldsningen vi begrénsas av. Problem dér det &r ens intuition och intellekt
som dr nyckeln. Hur trénar man upp denna? Man l6ser massvis med svara problem som &r precis
ovanfor ens grins, och sitter med dom tillrickligt linge.

Exempel 7. Spam Filter, KTH Challenge 2015.

Givet dr en binér string S med hogst 100000 tecken, samt ett tal 1 < k < 100. Hitta
en delstrang S av langd minst k, som har si hég aendel ettor som mojligt.
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Vad &r nyckelinsikten har? Jo, antag att den bésta delstrdngen har langd L. Da kommer en av Ls
halvor att ha minst en lika hég andel ettor som L gjalvt. Med detta resonemang inser vi enkelt
att vi aldrig behover leta efter en delstring stérre &n 2k — annars finns ju en string med hilften
s& stor lingd och samma andel ettor. Vi kan dérmed for varje ldngd mellan k och 2k ga igenom
stréngen och hitta den bésta stringen med denna langd.

Exempel 8. FreeCell, KTH Challenge 2013.

I ett solitarspel har vi en korthog med K < 100 kort i valérerna 1,2, ..., K som vi vill
flytta over till en annan hog i samma ordning. Till var hjélp har vi N <5 stycken fria
celler och M <5 tomma hogar.

Vi far alltid flytta det Gversta kortet i en hog eller en cell till en fri cell, men vi far bara
lagga det i en hog om hogen antingen dr tom eller har valoér v + 1 och vart kort har
valor v.

Givet N, M och K, avgér om du kan flytta den ursprungliga hgen till din nya hog.

Problemet ar hyfsat matematiskt, och en explicit 16sning gar att hitta genom att resonera induktivt.
Som exempeldata fick man dock att det maximala antalet kort man kunde flytta med 3 fria celler
och 1 tom hég ér 8. Den vane programmeraren ser snabbt att (N +1)2M = (3 +1)2! = 8, och gor
helt enkelt den vilda gissningen att (N + 1)2™ #r det maximala antalet kort man kan flytta for
alla N och M. Det visade sig vara korrekt (sann historia fran KTH Challenge 2013).

Att tivla i programmering

Vi avslutar lektionen genom att diskutera lite strategi och hur man gar tillviga for att komma pa
en 16sning till ett problem och implementera det i ett tévlingssammanhang.

Steg 1: Identifiera uppgiften. Borja tdvlingen med att kort skumma igenom varje problem.
Om du hittar ett problem du kan 16sa pa < 10 minuter, gér det. Ga sedan igenom samtliga uppgifter
och 13s dem lite nogrannare. Gér smé anteckningar kring vad problemet handlar om, 16sningsidéer,
uppskattningar pa hur lang tid problemen tar att koda. Helt enkelt, bilda dig en uppfattning om
varje problem.

Steg 2: Lés problemet. Sa, du har 16st alla de enkla problemen, uppskattat vilket kvarvarande
problem som &dr lattast och ska férsoka 16sa det. Borja med att ta fram en teoretisk l6sning pa
problemet. Bra fragor att fokusera kring &r:

e Hur stort ar indata?
e Hur snabb maste din algoritm vara?

Oftast vid probleml&sning kommer man vildigt enkelt pa ndgon algoritm som léser problemet, men
kommer fram till att den &r for langsam. Oftast &r det littare att jobba utifran en for langsam
algoritm, och sedan snabba upp den. Fragor att fokusera kring da kan vara:

e Kan jag en algoritm som l6ser nagot delproblem snabbt?
e Kan jag anvinda bittre datastrukturer i min 16sning?

e Kan jag anvinda négon algoritmisk teknik (t.ex. bruteforce) for att snabba upp l6sningen?

Kan jag forenkla ett delproblem genom nagot antagande?

Malet med den hér kursen dr att bygga upp en reportoar av algoritmer och datastrukturer vi
kan tillampa for att skriva effektiva l6sningar pa problem, samt att fa en intuition for nir en viss
algoritmisk teknik gar att anvinda pa ett problem. Ibland récker dock inte det till, och man maste
ta till den stora sliggan: sin matematiska intuition. I slutdndan har de flesta problemen element
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av ren matematisk problemlosning, och da finns det inte mycket mer man kan gora &n att forsoka
hitta de kritiska observationerna som mdjliggdr en losning. Fragor som kan guida en d& &r:

e Vad giller i problemet? Finns det nagra egenskaper vi kan visa?
e Kan vi l6sa nagra smé instanser for hand? Ser vi nagra monster?
e Vad siger var magkénsla?

Till skillnad fran matematiken behéver vi inte skriva formella bevis nér vi ska skicka in en 16sning.
Vi behover inte motivera "uppenbaradbservationer fér ndgon annan &n oss sjélva. Ibland kan vi
inte ens det, men var magkénsla siger dnda att losningen &r korrekt.

Steg 3: Implementera algoritmen. Kvar aterstar att koda var 16sning och skicka in den. Att
koda bra l6sningar snabbt dr en konst som man blir bittre pad endast genom att koda manga
problem, och varje gang fundera pa hur man skulle kunnat skriva enklare och mer elegant kod.
Nir man skickar in en 16sning finns nagra mojligheter:

e Godkind - du &r fardig! Ga tillbaka till steg 1.

e Ditt program &ar for langsamt. Ga tillbaka till steg 2.

e Ditt program kraschar. Dessa problem dr oftast vildigt enkla att hitta.
e Ditt program far fel svar — den virsta mdojligheten.

Fel svar dr varje programmerares bane. Inte bara har man sannolikt ingen aning om vad som &r fel
i ens 16sning, man blir helt plotsligt tveksam till om ens algoritm ens dr korrekt. Gjorde man ett
antagande fér mycket? Var formeln man skrev fel? I det hir fallet har man inte s& mycket annat
val &n att ldsa igenom sin kod for att hitta uppenbara fel (buggar), och att testa sin 16sning och
algoritm mot manga sma testfall. Kanske kan man om man funderar ett tag finna motexempel till
sin algoritm.

Sammanfattning

e En algoritm &r en procedur som l8ser ett problem genom att transformera indata till utdata.
e En algoritmen l16ser ett problem om den terminerar och ger korrekt svar.

e Vi kan fylla ut vara tankar med pseudokod innan vi borjar programmera en algoritm pa
riktigt.

e For implementationsproblem behdvs ingen intelligent problemldsning, utan istéllet krivs kod-
ningserfarenhet och forsiktighet.

e Sma problem som involverar manga val kan vi bruteforca prova alla mojliga val pa.

e Att anvinda bruteforce pa en liten del av ett problem kan forenkla resten av problemet.
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